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为我们知道在欧几里得几何中$

如果两条直线与第三条平行$那么该两条直线互相平行
!

这是欧几里得几何而非双曲几何中的一个定理$它被上面的反例证伪&
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和
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都平行
于
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并不平行于
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!

但你可能不相信
0,

与
8J

是平行线
!

为了使人相信$首先要
强调上面所显示的每条线都是无限长的$尽管看上去并不是无限的

!

我们一般认为无限长的直
线永远延伸下去$而实际上$无限长直线是没有终点的直线

!

!无限延伸"与!没有终点"并不是
一回事

!

要记住在这个双曲几何模型中$随着物体越来越靠近边界圆而变得越来越小$而从边
界圆内的任一点到边界圆的边界的距离是无限的

!

即使双曲线段有一亿英里长$它仍然不会达
到边界圆$而这条线段的两头都可延伸

!

数论的发展历史
数论这门学科最初是从研究整数开始的$所以叫做整数论

!

后来整数论又进一步发展$就
叫作数论了

!

确切的说$数论就是一门研究整数性质的学科
!

自古以来$数学家对于整数性质的研究一直十分重视$但是直到
!)

世纪$这些研究成果还
只是孤立地记载在各个时期的算术著作中$也就是说还没有形成完整统一的学科

!

我国古代$许多著名的数学著作中都有关于数论内容的论述$比如求最大公约数#勾股数
组#某些不定方程整数解的问题等等

!

在国外$古希腊时代的数学家对于数论中一个最基本的
问题---整除性问题就有系统的研究$关于质数#和数#约数#倍数等一系列概念也已经被提出
来应用了

!

后来各个时代的数学家也都对整数性质的研究做出过重大的贡献$使数论的基本理
论逐步得到完善

!

在整数性质的研究中$人们发现质数是构成正整数的基本!材料"$要深入研究整数的性质
就必须研究质数的性质

!

因此关于质数性质的有关问题$一直受到数学家的关注
!

到了
!(

世纪末$历代数学家积累的关于整数性质的知识已经十分丰富了$把它们整理加
工成为一门系统的学科的条件已经完全成熟了

!

德国数学家高斯集前人之大成$写了一本书叫
作)算术探讨*$

!(**

年寄给了法国科学院$但是法国科学院拒绝了高斯的这部杰作$高斯只好
在

!(*!

年自己发表了这部著作
!

这部书开始了现代数论的新纪元
!

在)算术探讨*中$高斯把过去研究整数性质所用的符号标准化了$把当时的定理系统化并
进行了推广$把要研究的问题和解决这些问题的已知方法进行了分类$还引进了新的方法

!

数论的基本内容
数论形成了一门独立的学科后$随着数学其他分支的发展$研究数论的方法也在不断发

展
!

如果按照研究方法来说$可以分成初等数论#解析数论#代数数论和几何数论四个部分
!

初等数论是数论中不求助于其他数学学科的帮助$只依靠初等的方法来研究整数性质的
分支

!

比如中国古代有名的!中国剩余定理"$就是初等数论中很重要的内容
!

解析数论是使用数学分析作为工具来解决数论问题的分支
!

数学分析是以函数作为研究
对象$在极限概念的基础上建立起来的数学学科

!

用数学分析来解决数论问题是由欧拉奠基
的$俄国数学家车比雪夫等也对它的发展做出过贡献

!

解析数论是解决数论中艰深问题的强有
力的工具

!

比如$对于!质数有无限多个"这个命题$欧拉给出了解析方法的证明$其中利用了数
学分析中有关无穷级数的若干知识

!"*

世纪
#*

年代$苏联数学家维诺格拉多夫创造性的提出
了!三角和方法"$这个方法对于解决某些数论难题有着重要的作用

!

我国数学家陈景润在解决



!*"
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!哥德巴赫猜想"问题中也使用了解析数论的方法
!

代数数论是把整数的概念推广到代数数域的一个分支
!

数学家把整数概念推广到一般代
数数域上去$相应地也建立了素整数#可除性等概念

!

几何数论是由德国数学家#物理学家闵可夫斯基等人开创和奠基的
!

几何数论研究的基本
对象是!空间格网"

!

什么是空间格网呢( 在给定的直角坐标系上$坐标全是整数的点$叫做整
点$全部整点构成空间格网

!

空间格网对几何学和结晶学有着重大的意义
!

由于几何数论涉及
的问题比较复杂$必须具有相当的数学基础才能深入研究

!

欧洲大数学家'''拉格朗日
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日生于意大利西北
部的都灵$
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日卒于巴黎
!

他是
!(

世纪法国伟大科学家$在数
学#力学和天文学三个学科中都有历史性重大贡献

!

但他主要是数学家$他
最突出的贡献是在把数学分析的基础脱离几何与力学方面起了决定性作
用

!

拉格朗日
!)

岁就在都灵的皇家炮兵学校当数学教授
!

他少年时读了哈
雷介绍牛顿的微积分的著作$开始钻研数学$与欧拉经常通信$在探讨数学
难题!等周问题"的过程中$他用纯分析的方法发展了欧拉所开创的变分
法$为变分法奠定了理论基础

!

他的论著使他成为当时欧洲公认的第一流
数学家

!

!'&&

年欧拉离开了普鲁士$他推荐拉格朗日继承他的职位
!

腓德烈大帝亲自写聘书$里面
说%!欧洲最伟大的国王希望欧洲最伟大的数学家能在他的宫庭里工作

!

"拉格朗日就动身到普
鲁士$一呆就是

"*

年$在这期间写下了他的名著---)解析力学*&

!'((

年'一书$这是牛顿之
后的又一部重要的经典力学著作

!

书中运用变分原理和分析的方法$建立起完整和谐的力学体
系$使力学分析化了

!

他在序言中宣称%力学已经成为分析的一个分支
!

他在这
"*

年工作中$写了
!**

到
"**

篇论文给柏林科学院#都灵学会及巴黎科学院$有一
些还是厚厚的巨册

!

他工作的方式是这样%当他决定写东西时$就拿起笔一直写下去$一气呵
成$很少有改动的地方

!

而且行文严谨文笔优美$很少错误
!

爱尔兰的数学家和天文学家哈密尔
顿&

SD?0E962

'称赞他的)解析力学*为!科学上的诗歌"

!

拉格朗日在方程论方面做出了有价值的贡献$推动了代数学的发展
!

他提交给柏林科学院
两篇著名的论文%)关于解数值方程*&
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'和)关于方程的代数解法的研究*&
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!

他考察了
二次#三次和四次方程的一种普遍性解法$即把方程化为低一次的方程&称辅助方程或预解式'

以求解
!

但是这种方法不能用于五次方程
!

在他关于方程求解条件的研究中已蕴含群论的萌
芽$成为伽罗瓦建立群论的先导

!

!'(&

年腓德烈大帝去世以后$他接受了法王路易十六的邀请$定居巴黎&

!'('

'$直至去
世

!

这期间$他曾出任法国米制委员会主任$又先后在巴黎高等师范学院和巴黎综合工科学校
任数学教授

!

他相继完成了)解析函数论*&

!')'

'和)函数计算讲义*&

!(*!

'两部重要著作$总结
了那一时期特别是他自己的一系列研究工作$为微积分奠定理论基础方面作了独特的尝试

!

他
用幂级数表示函数的处理方法对分析学的发展产生了重要影响$成为实变函数论的起点

!

此
外$在数论方面$拉格朗日也显示出非凡的才能

!

他对费马提出的许多问题作出了解答$其研究
成果丰富了数论的内容

!
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年
$

月
#

日$拿破仑授予他帝国大十字勋章$但此时的拉格朗日已卧床不起$

$

月
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